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The LIE algebra 21 of the invariance group of any field theory with a homogeneous quadratic 
Lagrangian shows a remarkable structure: If Dt , D2 , Ds are any three elements of 21 then the 
expression J (Z^ D2 D3 + D3 D2 Dx) afso belongs to 21. 

This general property allows, starting with known invariance transformations or conservation 
laws, to derive an infinite number of conservation faws. 

In letzter Zeit ist eine Anzahl von Arbeiten 1 - 4 er-
schienen, die sich mit neuen Erhaltungssätzen in li-
nearen Feldtheorien beschäftigen. LIPKIN 1 gibt für 
die Elektrodynamik einen sogenannten „Zilchtensor" 
an, für den ein Erhaltungsatz gilt. In der zitierten 
Arbeit wird auch eine physikalische Deutung der 
Erhaltungsgröße versucht. CANDLIN4 zeigt, daß der 
Zilchtensor zusammen mit dem Energie-Impuls-Ten-
sor einer unendlichen Folge von erhaltenen Tensoren 
angehört, die er wegen ihrer Struktur „Wellenvek-
tormomente" nennt. FAIRLIE 2 konstruiert am Bei-
spiel der KxEiN-GoRDON-Gleichung mit Hilfe einer 
formal nichtlokalen LAGRANGE-Dichte eine unendliche 
Folge von Erhaltungssätzen und deutet eine Verall-
gemeinerung seiner Methode an. Er vertritt jedoch 
die Meinung, daß sich die neuen Erhaltungssätze 
nicht aus Invarianzeigenschaften ableiten lassen. 

Ausgangspunkt für die vorliegende Arbeit ist da-
gegen die Vermutung, daß sich all diese unendlich 
vielen Erhaltungssätze nach dem ersten NOETHER-
schen Satz 5 ableiten lassen, und daß sich ihre Exi-
stenz folglich in einer Struktureigenschaft der In-
varianzgruppe oder — genauer gesagt — der LIE-
schen Algebra ihrer Erzeugenden widerspiegelt. 

Es wird ein einfaches Konstruktionsprinzip ange-
geben, wonach sich aus je drei (nicht notwendig ver-
schiedenen) Invarianztransformationen einer homo-
genen quadratischen LAGRANGE-Dichte eine vierte ge-
winnen läßt. 

Nachweis einer Struktureigenschaft der Invarianz-
gruppe 

Die LAGRANGE-Dichte L(x^, cpa, ^A,^) sei eine 
in den Feldvariablen cpa und deren Ableitungen 

(pa, n = dfpjdx*1 homogene quadratische Funktion 
(a = 1 , . . . , V ; ju = 1 , . . . , n). Die „LAGRANGEschen 
Ausdrücke" 

3 L 3 L 
(1) 

sind dann homogen linear in cpa, cpa, n , <pa, fiv. 

Nach dem EuLERschen Satz für homogene Funk-
tionen gilt die Identität 

3 L 3 L 
2 L, (2) 

die nach Abspaltung einer Divergenz und mit der 
zur Abkürzung eingeführten Größe 

nf = dL/dcpa.n (3 ) 
auf die Form 

A[<p\ <pa + Wcpa),n = 2L (4) 

gebracht werden kann. Die nj1 sind linear in cpa, 
<pa, n . Durch 

<Pa-+<Pa + d<Pa, (5) 

ö<pa = £{D<p)a (6) 

sei eine infinitesimale Transformation der Feldgrö-
ßen cpa (z) gegeben. Der erzeugende Operator D der 
Transformation soll die folgende Struktur haben: 

(D <p)a = aa(x) + ßaV{x) cpb + cpb< „ + (7) 

wobei die rechte Seite inhomogen linear in den cpa 

und deren Ableitungen beliebig hoher Ordnung ist. 
Für die resultierende Variation von L erhält man 

«T 3 L s 3 L s 
OL = öcpa + » ocpa, / , 

= ^aM faß1* S(pa) , fi, 
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und mit Hilfe von Gl. (4) folgt die Identität 

A [<M <Pa - A M &<Pa = (V &pa - <W -<Pa) . A« • 
(9 ) 

Bisher wurde von der durch Gl. (5) gegebenen 
Transformation noch keine Invarianzeigenschaft ge-
fordert. Erst jetzt setzen wir voraus, daß sie die 
LAGRANGE-Dichte invariant läßt bis auf eine Diver-
genz, d. h. 

dL = e (10) 

Wir vereinbaren, daß „Invarianz" in diesem Zu-
sammenhang immer „Invarianz der LAGRANGE-Dichte 
bis auf eine Divergenz" bedeuten soll. Die Gruppe 
der so definierten Invarianztransformationen nennen 
wir ihre LiEsche Algebra 21. Wir fordern also: 
D e 21. 

Auf eine Mittransformation der unabhängigen 
Veränderlichen x<" haben wir verzichtet. Im Anhang 
soll gezeigt werden, daß damit kein Verlust an All-
gemeinheit verbunden ist. 

Aus den Gin. ( 6 ) , (8) und (10) bekommt man 
nach Einführung des Stromvektors 

j> = A*-Jia'(D<p)a (11) 

die Identität 

?.v = A[<P] (D<p)a (12) 

und folglich den Erhaltungssatz j", „ = 0 für alle Lö-
sungen der Feldgleichungen Aa = 0 (Erster N O E T H E R -

scher Satz). 

Mit Hilfe von Gl. (9) folgt für den Stromvektor 

sv = Av-nav[D<p]cpa (13 ) 
die Identität 

Sv,v = Äa[D Cp] <pa (14) 

Nach dem oben formulierten Prinzip können wir zu 
den symmetrischen Bilinearformen übergehen und 
insbesondere die folgenden drei Identitäten hin-
schreiben : 

3r jji) [<p, D2 D3 <p] (15) 
= i ( A I>] (Dx D2 D3cp)a + Aa [D2 D3 cp] (D1 cp) a} , 

3,/Ta) [<P,D2Dt cp] (16) 
= HAM (Dz D2 Dx<p)a+ Aa[DO Dt cp] (D3<p)a) , 

3» S(2) <P, Ds cp] (17) 
=HA[D2Dl(p] (D3<p)a + Aa[D2D3cp] (Dl<p)a} . 

3„ bezeichnet die Differentiation nach xv, natürlich 
unter Berücksichtigung der impliziten Abhängigkeit. 

Addition der ersten beiden Gleichungen und Sub-
traktion der dritten liefert mit den Abkürzungen 

7(123) = /Ti) C<P, D2 D3 cp] 

+ 7(3) [<P, D2 Dt cp] - sl2) [Z>! cp, D3 cp] , (18) 

Z)(123) = i (D, D2 D3 + D3 D2 DJ (19) 

die Identität 

J( 123) ,r =A\\<P\ (D(m)<P)a (20) 

die sich bald als nützlich erweisen wird. 
Die Gin. (12 ) und (14) sind Identitäten zwischen 

quadratischen Formen der cpa, cpa.n,... . Diese Iden-
titäten bleiben bestehen, wenn man auf beiden Sei-
ten zu den eindeutig bestimmten symmetrischen Bi-
linearformen übergeht. Die zu den quadratischen 
Formen j"[cp] und sv[<p] gehörenden Bilinearformen 
bezeichnen wir mit jv [ip, %] und sv [ip, x] mit belie-
big wählbaren Argumenten ip, 

Nun seien Dt, D2, D3 drei Elemente von 21. Dann 
haben wir je drei Gleichungen der Form (12) und 
(14), wobei wir die entsprechenden Größen jv, sy, Ay 

genau wie D mit den Indizes 1, 2 oder 3 versehen. 

Nach der Umkehrung des ersten NoETHERschen Sat-
zes folgt daraus, daß die infinitesimale Transforma-
tion 

<5(123) 9 ? a = £(Al23)<??)a (21) 

eine Invarianztransformation ist, d. h. daß D(i23) zu 
21 gehört. 

Man könnte nun alles vergessen bis auf das durch 
Gl. (19) gegebene Konstruktionsprinzip und nach 
dem ersten NoETHERschen Satz den zugehörigen Er-
haltungssatz ableiten. Tatsächlich aber dürfte es im 
allgemeinen bequemer sein, die Gl. (18) zur Bestim-
mung des entsprechenden Stromvektors heranzuzie-
hen. 

Zusammenfassend können wir den Satz ausspre-
chen: 

Satz: Sind Dx, D2 und D3 drei Elemente der LIE-
schen Algebra 21 der Invarianzgruppe einer homo-
genen quadratischen LAGRANGE-Dichte, so gehört auch 

D(m) = \ (Dx D2 D3 + D3 D2 Dt) zu 21. 

Der zugehörige Stromvektor J[123), für den ein Er-
haltungssatz gilt, läßt sich mit Hilfe der durch die 
Gin. (12) und (14) definierten Stromvektoren j ' i ) , 
7 (3) j 5(2) nach Bildung der entsprechenden symmetri-
schen Bilinearformen gemäß Gl. (18 ) konstruieren. 



Folgerungen 

Wir erwähnten bereits, daß Dt, D2 und D3 nicht 
alle voneinander verschieden zu sein braudien. So 
erhält man zu einem einzigen Element D e 21 bereits 
die unendliche Folge 

D, D3, D\...g 31. 

Für zwei Elemente Dt, D2 e 21 haben wir 

i ( D f D i + D v D f ) e 21 

Z)x D2 Dx e 21 e t c . 

Ist L translationsinvariant, so folgt Invarianz gegen-
über der durch die Operatoren 

3 a , 3 a , 3 a , 3 « , , . . . , 3 c , 3 r , • • • 3 a . 2 i + 1 , . . . 

aufgespannten unendlichdimensionalen abelsdien 
Gruppe. 

Anhang 

Gewöhnlich benutzt man in der Voraussetzung 
des ersten NoETHERschen Satzes eine Transformation 
der Art 

Xf' = x^ + ö x>*, 

<Pa'(x') =<Pa(x) +dcpa{x) , (AI) 

die das Wirkungsintegral 

W= fL(x,<pt<p.M) dnx, (A2) 
G 

erstreckt über ein beliebiges Gebiet G des n-dimen-
sionalen Raumes, invariant läßt bis auf das Integral 
über eine Divergenz Bfl, . 

Wir überzeugen uns, daß man zu einer Transfor-
mation der Feldgrößen allein übergehen kann, die 
L invariant läßt bis auf eine Divergenz und zu dem-
selben Erhaltungssatz führt. Man kann daher grund-
sätzlich auf die Mittransformation der x'' verzich-
ten. Allerdings bietet in wichtigen Anwendungen 
(z. B. LoRENTZ-Invarianz) gerade die Transforma-
tion der unabhängigen Veränderlichen den natür-
lichen Ausgangspunkt. Wir können jedoch diese 
Transformationen als bloß heuristischen Zugang zu 
den entsprechenden reinen Feldtransformationen an-
sehen. 

Die Transformation ( A I ) ergibt für die Varia-
tion des Wirkungsintegrals 

dW=J L{x\(p'(x),<p'y{x)) dnx 
G' 

- J L(x,<p{x),<p,n{x))dnx. ( A 3 ) 

Führen wir im ersten Integral x^ statt x"' als neue 
Integrationsvariable ein und berücksichtigen die 
Funktionaldeterminante 

3 ( x ' ) / 3 ( s ) = 1 + ( A 4 ) 

so wird dieses Integral 

/ L(x, 9p (x + <3x), cp', „ (x + ~dx)) (1 + (dx"), „ ) dnx 
G 

= f [L(x, cp' ( x ) , cp', „ ( x ) ) + L, „ Ä f + L (<dx"), „ ] d n x , 
G 

und wir haben 

1W= f [SL+ (L»x"),u] dnx (A 5) 

mit 
dL = L(x, cp'(x), cp',n(x)) - L(x, cp(x),cp>fl(x)), 

(A 6) S r 3 t « dL r, 
OL = - dcpa + ocpa, u , 

3<Pa *<Pa,ß 

dcpa = öcpa - cpa, n öxu . ( A 7 ) 

Nach Voraussetzung ist der Integrand in Gl. (A 5) 
gleich B", u . Also ist 

< 5 L = ( Ä " - L ä x " ) I „ , (A 8 ) 

d. h. L ist gegenüber der Transformation 

xu x*4, cpa cpa + dcpa (A 9 ) 

invariant bis auf die Divergenz (Bß — Ldx^),^ . 
Unabhängig davon, ob wir nun den ersten NOE-

THERschen Satz auf die Transformation ( A I ) oder 
auf die Transformation (A 9) anwenden, bekommen 
wir einen Erhaltungssatz für den Stromvektor 

y" = Bu - L~öxu - nj1 öcpa . 

Zusatz bei der Korrektur: 

Einen analogen Satz mit der spezielleren Annahme 
konstanter Koeffizienten a, ß, y . . . in Gl. (7) hat Verf. 
bereits in Nuovo Cim. 39, 395 [1965] veröffentlicht. 

Inzwischen ist eine Arbeit von MORGAN und JOSEPH 

(Nuovo Cim. 39, 494 [1965]) erschienen, in der die 
neuen Erhaltungssätze ebenfalls nach dem NoETHER-
schen Satz abgeleitet werden. Allerdings benutzen diese 
Autoren dazu nicht die ursprüngliche LAGRANGE-Dichte 
des betrachteten Problems, sondern konstruieren sogen. 
Tensor-LAGRANGE-Dichten. 


