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The Lie algebra 2 of the invariance group of any field theory with a homogeneous quadratic

Lagrangian shows a remarkable structure: If D,,

D,, Dy are any three elements of 2 then the

expression 3 (D; D, D3+ Dy D, D,) also belongs to 2.
This general property allows, starting with known invariance transformations or conservation
laws, to derive an infinite number of conservation laws.

In letzter Zeit ist eine Anzahl von Arbeiten 174 er-
schienen, die sich mit neuen Erhaltungssitzen in li-
nearen Feldtheorien beschiftigen. Lipkin! gibt fiir
die Elektrodynamik einen sogenannten ,,Zilchtensor
an, fir den ein Erhaltungsatz gilt. In der zitierten
Arbeit wird auch eine physikalische Deutung der
Erhaltungsgrole versucht. CanpLin 4 zeigt, daf der
Zilchtensor zusammen mit dem Energie-Impuls-Ten-
sor einer unendlichen Folge von erhaltenen Tensoren
angehort, die er wegen ihrer Struktur , Wellenvek-
tormomente“ nennt. Farruie2 konstruiert am Bei-
spiel der KLEIN—GorpoN-Gleichung mit Hilfe einer
formal nichtlokalen Lagrance-Dichte eine unendliche
Folge von Erhaltungssitzen und deutet eine Verall-
gemeinerung seiner Methode an. Er vertritt jedoch
die Meinung, daBl sich die neuen Erhaltungssatze
nicht aus Invarianzeigenschaften ableiten lassen.

Ausgangspunkt fiir die vorliegende Arbeit ist da-
gegen die Vermutung, daf} sich all diese unendlich
vielen Erhaltungssitze nach dem ersten NoETHER-
schen Satz® ableiten lassen, und daB sich ihre Exi-
stenz folglich in einer Struktureigenschaft der In-
varianzgruppe oder — genauer gesagt — der LiE-
schen Algebra ihrer Erzeugenden widerspiegelt.

Es wird ein einfaches Konstruktionsprinzip ange-
geben, wonach sich aus je drei (nicht notwendig ver-
schiedenen) Invarianztransformationen einer homo-
genen quadratischen Lacrance-Dichte eine vierte ge-
winnen laft.

Nachweis einer Struktureigenschaft der Invarianz-
gruppe

Die Lacrance-Dichte L (z*, @a, ®a,u) sei eine

in den Feldvariablen ¢, und deren Ableitungen

1 D. M. Liexin, J. Math. Phys. 5, 696 [1964].
2 D. B. Farruig, Nuovo Cim. 37, 897 [1965].
3 T. W. B. KissLE, J. Math. Phys. 6, 1022 [1965].

®a, u = Op,/Ox* homogene quadratische Funktion
(e=1,...,N; u=1,...,n). Die ,Lacranceschen
Ausdriicke“

A.[pl= % - (iL—)
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sind dann homogen linear in @a, @a, 4, Pa, u» .
Nach dem Eurerschen Satz fiir homogene Funk-
tionen gilt die Identitat
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die nach Abspaltung einer Divergenz und mit der
zur Abkiirzung eingefiihrten Grof3e

7s* = OL/Qga, u (3)

auf die Form
Aa[(p] Qo+ (71" 900):.“:2[' (4)
gebracht werden kann. Die 7,* sind linear in ¢,

®a, u . Durch
Pa—> Pa+0¢q, (5)

Opa=e(D @), (6)

sei eine infinitesimale Transformation der Feldgro-
Ben ¢, (x) gegeben. Der erzeugende Operator D der
Transformation soll die folgende Struktur haben:

(D @)a = a() + Bar(®) o + Yos() o, u++.r  (7)

wobei die rechte Seite inhomogen linear in den ¢,
und deren Ableitungen beliebig hoher Ordnung ist.
Fiir die resultierende Variation von L erhilt man
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4 D. J. Canpriy, Nuovo Cim. 37, 1390 [1965].
5 E. Nokertuer, Gotinger Nachr. [1918], p. 235.
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und mit Hilfe von Gl. (4) folgt die Identitat

A,[09] pa— Aa[ @] 0@, = (705" &Pa = 5%"'%) e
(9)

Bisher wurde von der durch Gl. (5) gegebenen
Transformation noch keine Invarianzeigenschaft ge-
fordert. Erst jetzt setzen wir voraus, dal sie die
Lacrance-Dichte invariant 1Bt bis auf eine Diver-
genz, d. h.

(SL:EA”,y. (10)

Wir vereinbaren, daB ,Invarianz“ in diesem Zu-
sammenhang immer ,,Invarianz der Lacrance-Dichte
bis auf eine Divergenz“ bedeuten soll. Die Gruppe
der so definierten Invarianztransformationen nennen
wir ®, ihre Liesche Algebra 9. Wir fordern also:
D edl.

Auf eine Mittransformation der unabhingigen
Verinderlichen z* haben wir verzichtet. Im Anhang
soll gezeigt werden, daf damit kein Verlust an All-
gemeinheit verbunden ist.

Aus den GIn. (6), (8) und (10) bekommt man

nach Einfithrung des Stromvektors
f=4-a2 (D), (11)

die Identitat

J.r=A4a[9] (D @) |

und folglich den Erhaltungssatz j*,» =0 fiir alle Lo-
sungen der Feldgleichungen A, =0 (Erster NoETHER-
scher Satz).

Mit Hilfe von Gl. (9) folgt fiir den Stromvektor

(13)

(12)

8 =A—-a’[Do] @,
die Identitat

|5%.»=4a[D ] @a (14)

die sich bald als niitzlich erweisen wird.

Die GIn. (12) und (14) sind Identitaten zwischen
quadratischen Formen der ¢;, @a,4,.... Diese Iden-
titaten bleiben bestehen, wenn man auf beiden Sei-
ten zu den eindeutig bestimmten symmetrischen Bi-
linearformen iibergeht. Die zu den quadratischen
Formen j”[¢] und s’[¢] gehorenden Bilinearformen
bezeichnen wir mit j*[v, x] und s”[y, ¥] mit belie-
big wéhlbaren Argumenten v, .

Nun seien D, , Dy, D4 drei Elemente von 9. Dann
haben wir je drei Gleichungen der Form (12) und
(14), wobei wir die entsprechenden Groflen j”, s”, 4”
genau wie D mit den Indizes 1, 2 oder 3 versehen.
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Nach dem oben formulierten Prinzip kénnen wir zu
den symmetrischen Bilinearformen iibergehen und
insbesondere die folgenden drei Identititen hin-
schreiben:

3 jty [®, Dy Dy @] (15)
= 3{4.[¢1(D; D3 Dy p) s + Au[Dy D3 @] (Dy @)} »
O ji3) [, D2 Dy ] (16)
=3{4.[¢] (D3 D; Dy ) ¢ + As[Dy Dy 91 (D3 P)a} »
o si2) [Dy1 9, D3 ] (17)
=${4,[D; Dy 9] (D3 p) s +As[Ds D3 @] (Dy @) 4} -
d, bezeichnet die Differentiation nach 2”, natiirlich
unter Beriicksichtigung der impliziten Abhéngigkeit.
Addition der ersten beiden Gleichungen und Sub-
traktion der dritten liefert mit den Abkiirzungen

Jazs) = jo [@, Dy D3 @]

+].("3) [(P,D2D1(P] _8(2) [DI(P,D:;(P] ’ (18)

D33 = % (Dy D; D3+ D3 D, Dy) (19)
die Identitat

| Tazs)s = Aa[9] (Duzsy 9) o - (20)

Nach der Umkehrung des ersten Noetnerschen Sat-
zes folgt daraus, daf} die infinitesimale Transforma-
tion

0193) Pa =& (D123 @) o (21)

eine Invarianztransformation ist, d. h. daB D(yg3 zu
I gehort.

Man konnte nun alles vergessen bis auf das durch
Gl. (19) gegebene Konstruktionsprinzip und nach
dem ersten NoeraERrschen Satz den zugehorigen Er-
haltungssatz ableiten. Tatsdchlich aber diirfte es im
allgemeinen bequemer sein, die Gl. (18) zur Bestim-
mung des entsprechenden Stromvektors heranzuzie-
hen.

Zusammenfassend konnen wir den Satz ausspre-

chen:

Satz: Sind Dy, D, und Dy drei Elemente der Lie-
schen Algebra Y der Invarianzgruppe einer homo-
genen quadratischen Lacrance-Dichte, so gehort auch

D(123) = % (D1 Dz D3 +D3 D2 Dl) zu QI.

Der zugehorige Stromvektor J{ys3), fiir den ein Er-
haltungssatz gilt, 1a8t sich mit Hilfe der durch die
Gln. (12) und (14) definierten Stromvektoren j(iy,
j(3) > S(2) nach Bildung der entsprechenden symmetri-
schen Bilinearformen gemifl Gl. (18) konstruieren.
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Folgerungen

Wir erwahnten bereits, dal D, , D, und D4 nicht
alle voneinander verschieden zu sein brauchen. So

erhilt man zu einem einzigen Element D € [ bereits
die unendliche Folge

D,D3, D5 ... .
Fiir zwei Elemente D;, D, € 9 haben wir
$ (Dy® Dy+ D, Dy*) €
D,Dy;D, € etc.

Ist L translationsinvariant, so folgt Invarianz gegen-
tiber der durch die Operatoren

Ors Oy O Saggs e Ooy Orgoos ot s s
aufgespannten unendlichdimensionalen abelschen
Gruppe.

Anhang

Gewohnlich benutzt man in der Voraussetzung
des ersten NoeTHERschen Satzes eine Transformation

der Art

o =zt 4Ot

Pd (@) =@a(2) +09alz), (A1)
die das Wirkungsintegral
W=C_!L(xa‘77,99.u) an, (A2)

erstreckt iiber ein beliebiges Gebiet G des n-dimen-
sionalen Raumes, invariant 1463t bis auf das Integral
tiber eine Divergenz B*, . .

Wir iiberzeugen uns, dafl man zu einer Transfor-
mation der FeldgroBen allein iibergehen kann, die
L invariant a6t bis auf eine Divergenz und zu dem-
selben Erhaltungssatz fithrt. Man kann daher grund-
sitzlich auf die Mittransformation der z* verzich-
ten. Allerdings bietet in wichtigen Anwendungen
(z. B. Lorentz-Invarianz) gerade die Transforma-
tion der unabhingigen Verinderlichen den natiir-
lichen Ausgangspunkt. Wir konnen jedoch diese
Transformationen als blof} heuristischen Zugang zu
den entsprechenden reinen Feldtransformationen an-
sehen.

Die Transformation (A1) ergibt fiir die Varia-
tion des Wirkungsintegrals
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oW = Gf L, ¢ (), p.()) dd
— [ Lz, p(2), ¢, u(2)) d"z . (A 3)

Fiihren wir im ersten Integral z# statt z*' als neue
Integrationsvariable ein und beriicksichtigen die
Funktionaldeterminante

3(@)f3(x) =1+ (B2*).u,  (A4)
so wird dieses Integral

Gf L(z, ¢ (z+62), ¢, u(z +62)) (1 + (Oz#), ) d"z
= [ Lz ¢’ (2), ¢/.u(2)) + L, w0zt + L(82#), ] drz,

und wir haben

W = [[8L+ (Ldx*),.] d"x (A5)
mit
6L =— L(I, <P, (27), (p’-!‘(x)) - L(x’ ‘P(x) ] (P,u(x)) ’
oL JoL
6L = a(ia 6‘pa+ aﬁ‘ 6(Pa, 1K) (A 6)
Ops = 3‘?711 = (pa,ys:c"‘ . (A7)

Nach Voraussetzung ist der Integrand in Gl. (A 5)
gleich B*, , . Also ist

6L = (B*—Ldx*),,, (A8)
d. h. L ist gegeniiber der Transformation
¢ — 2", Pa—> Qo+ 0@, (A9)

invariant bis auf die Divergenz (B* — L ox"), 4.

Unabhéngig davon, ob wir nun den ersten NoE-
tHERschen Satz auf die Transformation (A 1) oder
auf die Transformation (A 9) anwenden, bekommen
wir einen Erhaltungssatz fiir den Stromvektor

j*=B*— L 0z* — 71" 00, .

Zusatz bei der Korrektur:

Einen analogen Satz mit der spezielleren Annahme
konstanter Koeffizienten a, 3, ... in Gl. (7) hat Verf.
bereits in Nuovo Cim. 39, 395 [1965] veroffentlicht.

Inzwischen ist eine Arbeit von Morcan und Josepn
(Nuovo Cim. 39, 494 [1965]) erschienen, in der die
neuen Erhaltungssidtze ebenfalls nach dem NoEeTHER-
schen Satz abgeleitet werden. Allerdings benutzen diese
Autoren dazu nicht die urspriingliche Lacrance-Dichte
des betrachteten Problems, sondern konstruieren sogen.
Tensor-Lacrance-Dichten.



